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��� ��$����� 
�	 �
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s0 000*00*000000 s3 00*00**000000 s6 00*00**0*0*00 s9 00*00****0**0
s1 00*00*0*0**00 s4 00*00**00*000 s7 00*00**0*0*0* s10 0*00*000*0000
s2 ������������� s5 ������������� s8 �������������
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	�� ������� �
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�	������ ��� �� ������� �� ��	����(
����� �
 ��������� �
��
 �� ��� �������� �� ��	 ��������

� ���
����
�� 
������
� �����

���� �
� �
������� 1� ��� ��� H������;� ��>������
��� �������� 
�	 ����	�� �����	�# n = { 0, 1, . . . , n−1 }�
1� �
�� 
	���� �	��� f : m→ n 
�	 � 
������� 
	�� �
�
>	�� m ����	�� �����	� �� �
� >	�� n ����	�� �����	��
1� �� �
� ���� ���
 	��� �����	�� ���
 � ����
� �����
�
 ��������� ����	�������� � ������� ���	���	�

5� �
� 
��������� �� ���� ������ ������ �
�� �
�����	�� u = 2w �� >���� &
� ��� u 
�� � �
��	
� �	��	
�
��
 ��		������� �� �
� ��	��� �������	��
���� �	��	 �

�
� w(��� ��
�("�	�(������ ����	� 	��	����������� 1�
������� 
�	 ���� �
 ����������� �
�� w �� � ����	 �
 ����

D���� S ⊆ u ���
 |S| = n� ��� ����� m� �� m

������ �
�� �������� ��	 S �� ��� 
������� h : S → m�
1� ��� �
�� h �� ��	���� �I �� �� ���������G h �� �����
�
��	���� �I �� �� ��������� ��� n = mG h �� �������� �I
x ≤ y ������� h(x) ≤ h(y) 
�	 ��� x, y ∈ S�

��
� �
� ������� 1� ���� ���� ��������� ���
�
 �
� ��� ����� ������ �
 ����	�� �������� ����
��	����	��J	��� ��� ������� D���� � ��� �		�� ��	
��� ��	��� b ∈ { 0, 1 }n� �
��� ��������� �	� �����	��
���	���� 
	�� 0� rankb(p) �� �
� �����	 �
 ���� �� ��
�������� p� ��������� �0 ≤ p ≤ n � �
�	��� selectb(r) ��
�
� �������� �
 �
� r(�
 ��� �� b� ���
 ���� �����	��
���	���� 
	�� 0 �0 ≤ r < rankb(n) � &
��� ���	������
��� �� ��	
�	��� �� �������� ���� �� � ��	��� �
 n ����
����� ���������� o(n) ���� )*B� B.� 1
�� b �� �������
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� ������� �� �
��� ���� �
� �����	����

�����
� �

����
�� 5� �
� 	��� �
 �
� ����	 ����

	�������� ���� �� ��������� ������ �� � ��� ��� SG
��	� �	�������� �� ���� ���� �� ���	� ���������� �� r(���

������� f : S → 2r� &
�� �	����� 
�� 	������� 	�������
	������ ��������� )F� -� +,.� ������	� 
�	 �
� ��	�����
�
 �
�� ����	 �� 	���	� �� �
� ��������� ��������� �
��
 ��
�� ���	� � ������� ��	
��� 
��
 
������� �� S ��� ���
�
� 	�������� ����� �� ����� � ������ 2���� 
�	 �������

�
� ��	
��� 
��
 
������� �
 ����	�� ��� &
���� )*-.�
�� �	� ���� �� ���	� �� r(��� 
������� �� rn+O(n+log w)
���� ���
 ��������(���� �������

�
�����
�� 1� ��� ������� 
�	� �	��'� � ����	��
���	���
 �� �������� ������� ��	
��� 
��
��� �
�� ��
���� ��� �� �
�� ����	 ��� �
�� ���� �� 	�
�		�� �� ��
���������� &
� ���� ���� 
�� ���� ������ ���� 
�	 ���(
�������� ��	
��� 
��
���� ��� ��� ��������� �	���� ��
�� 
	���
���

A������ ��� ���� �� ����� � ������� ��	
��� ����(
���� 
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������� 
�	 � ��� SG ��� ���	� ���
#

� � �������� 
��
 
������� d : S → m ������� S
�� � ����� �
 m �������� ������ �
� ����	�����	 G

� 
�	 ���
 i ∈ m� � �������� ������� ��	
��� 
��


������� gi �� d−1(i)G

� � 
������� s : m → n ���
 �
�� s(i) =∑
j<i |d−1(j)| 
�	 ���
 i ∈ m�

&
��� �
� 
������� h : S → n ��>��� �� h(x) =
s(d(x)) + gd(x)(x) �� � �������� ������� ��	
��� 
��


������� 
�	 S� &
� ���� ��
��� ��������� �� �
��
�
� ����	�����	 ���� ������� ������ ����� ��� �� �� ���
	����	� ���������� �	 ��	
������ � ��� �
�� �
� 
��������
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��� ������������� ���
 ������� �� ��� ������ ����
������� ������ ����� �
 �
� ������ ��"� �� ����� �����
�
5
 �
� ���� d−1(i) �	� ��� �
 �
� ���� ��"�� �
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������� s
��� �
 ���	�� �� ��������

� �
�����
� ��� ��
���� ��!!�
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!�	 >	�� �������� ������� ��	
��� 
��
 
�������
��
��
 ���� ���� �� ���� �� � �������� ����� �� �
� 	���
�
 �
� ����	 �� ����� �� ������� ������ �	������ &
��
���
����� 
�� �
� ��������� �
 	����	��� ���� �
� �����(
����� �
 � >��� �����	 �
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��������G �� �
� ��
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���� �� 
�� �
� 
��
��� ����	� ��������� ����� �
�
����	��
�� �� ��������

1� ��� �
� ��������� ���	���
 ����	���� �� A��(
���� +� 4�� b �� � �������� ������	� ��� ������ �
� ��� S
���� ������� �
 ��"� b �	���	���� �	��	� 5� ��
�	 ��	���
��� B0� B1� . . . � Bm−1 �� �
� ������ ��	������ �
 S ���

�
�� m = �n/b�� |Bi| = b 
�	 ��� i = 0, . . . , m − 2 ����
�
 x ∈ Bi ��� y ∈ Bj ���
 i < j� �
�� x < y� 1� ���	�
���
 � ������ �����#
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s0 + s4 F s8 **
s1 + s5 F s9 *
s2 + s6 ** s10 *
s3 F s7 **

00 0
00*00**0 *
00*00**0*0* +
0 ,

�� �� 

/���	� +# %�������� ���
 ����� ������ �	�>� 
�	 �
�
��� S �
 /���	� *# �� d0 ���� ���
 ������� x �
 S ��
�
� �����
 �
 �
� ����� ������ �	�>� �
 �
� ������ ��
�
��
 x �������G �� d1 ���� ���
 ����� ������ �	�>�
�� �
� ������ ������

����� ���� ��	 i = 0, . . . , m− 1� ��� pi �� ��� �������
������ �	��� �� Bi� ���� 
�� ��� pi�� 
	� ���������

�	���� A������ �� ����	�������� �
�� ��� ������� ���(
��� �	�>��� pi ��� pj 
�	 Bi ��� Bj � �
�	� j > i� �	�
������ 5
 ���
�	 |Bi| = 1 �	 |Bj | = 1 �
� ��� �	�>��� �	�
��������� ��������� !�
�	����� �� ������� �
� >	�� ���
���� ���� �
 ������ i� 4�� p = pi = pj G �� ���� �
��
�
� ���� ��� �
 ������ i ���� ����� ���
 �
� ��	��� p1 ���
>	�� ��� �
 ������ j ���� ����� ���
 p0G �
�� �� �������
�� ���� �
�� �
� ��� ���� �������	��� ��I�	 �� �
� ���
����������� �
��	 �
� ������� ������ �	�>� ��� ����
��� �� �������	��
������ ��	��	 �
�� >	�� ���� H�� �����
�
� ������ j 
�� �
� ���� ������� ������ �	�>�� ���
>	�� ��� ���� ������ ���
 �
� ��	��� p0� &
�� ���� ����
�
�� �
� >	�� ��� �
 ������ j �� �������	��
������ ������	
�
�� ���� ��� �
 ������ i ��
��
 ������ ���
 p1 � �������
�� � ����	���������

&
��� �� ���� 	��	����� ���
 ������ �� �
� �������
������ �	�>� �
 ��� ��	����� &� ��������� ���
 ���

��	��� �
� ������� ������ �	�>� �
 �
� 	���������
������� �� ������ ���	� � 
������� d0 : S → w �
��
�������� �� ���
 x ∈ S� �
� �����
 �
 �
� ������� ������
�	�>� �
 �
� ������ ���������� x� &
��� �� ���	� �

������� d1 : { p0, p1, . . . , pm−1 } → m ������� pi �� i�

&� ������� d(x) 
�	 � ����� x ∈ S� �� >	�� �����
d0 ��������� �
� �����
 � �
 �
� ������� ������ �	�>�
�
 ��� ������G 
	�� � ��� ������� �
� �	�>� ��
��
 ��
���� �
 �
� >	�� � ���� �
 x � ��� >������ �������� d1�
�� ������ d(x)� /���	� + �������� �
� 
�������� d0 ���
d1 
�	 �
� ������� �
 /���	� * �
�� b = 3�

&
� 
������� d0 	����	�� O(n log w) ����� �
�	��� d1

	����	�� O((n/b) log(n/b) + log w) ����G ��� gi� �����
�	
	����	� O(n log b+log w) ����� %� �
������ b = log n ��
�
�� ������ � ����� ����� �
 O(n(log log n + log w)) =
O(n log w) ����� ��� ���������� �� ����	�� �������� �����
1� 
��� �
��� �
� 
���������

�	�
��� ���� ���	� �� 
 �������� �����
� ��	����
�
�� �������� ��
� �������� O(n log w) ���� 
�� 
����	�
 ��	��� �� �����
�� �����
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	�� �
�
��� D �
 /���	� *� &
�� ���� ��	����	� ��� �� ���� ��
	��� �	���	�	� �������� �
 �
� �����	�� ���
 	������ ��
D# �
�� �
� �	�� �� ������� ���
 �� ������� ��� �� D�
�
� ����� ���� ��	������ �� �� ���� ����� ����	������ �
��
�
� ����� ������� �� �� �
� ��
� ������ ������	 �
�� �	 ��
�
� 	��
� ������ ��	��	 �
�� ��� �
� ������ �
�� �������

	�� �
�� ����� &
� �����	� �
���� 
�	 ���
 ������� �

S� �
� ���� �
�	� �
� ����� ����� ����

$ �
�����
� �% ������&� ��
��
�

5� ���	�
 
�	 � �����	 ����� ������ �� ���� �
��
�� ������� ���	���
 �� �
� ��������� �	����� �� ��
	
������ D���� � ��� �
 ��	���� X � � 	������ ����
��	����	� �	������� 
�	 ���
 ��	��� s ∈ u� �
� �����	
�
 ��	���� �� X �
�� �	� ������	 �
�� s� �
�� ��� |{ x ∈
X | x < s }|� �������	 �
� ��� D �
 ��������	�� �
��
 ��
���� �
 �
� �������	��
������ ���� ��	��� �
 ���
 �������
����	��� �
� 	��� �
 �� �	���	�	� ��	��� ���
 	������ ��
D �� ������� �
� ����� �
 ��� �������

/�	 ��������� � �	����� ��� �� ������ ���
 	��� ��(

�	������ �� �� ����� � ��������� �	�� )*7. ����������
�
� ��	���� �� D ���� /���	� , � =��
 ��	� ���
��(
������� ���� ��	����	�� �	� ��������� ��������� �����
������ )*@. � ��� �
�� ��� 
��� �� ���� �
��	 ��	���� ��
��	 ����# &
�� ������ ��� ���
 ������ ��� �� �� ���
	����� ���� �� 	��� 
�� �������� ��	����# �� ���� ���� ��
	��� ��	���� �� S� 1� ���� �
�� �	����� �
� 	��
���� 	
��

��� �	�����# ����� ���� D ⊆ S ⊆ u� �� ���� �� 	���
� ��	��� s ��	��� D ����	 �
� ��������� �
�� s �������
�� S�

&
� ���� �� ��� �� ����� �
�� �	����� �� �� ������
�
� ��
�����	 �
 � �	��(����� ����	�����	# ��� �� ���� ��
���� ��� 
�	 ���
 ���� ��� 
�	 ���
 ���� �
��
 �� �
�
���� ���� 	���
�� ��	��� � ���	�
 ��
� ���� ���� � �
��
��
�����	 �� ��
������ �� �
� ���� ���� ����� �� �
� ��
�
�	 	��
� � ��� >����� �
�� �� �
� 	��� ���������� �� �
����� ���� ���� ��� ���� ��
�����	 ������ �
� �����	 �

������ �� �
� ��
� �
� �	 �� �
� ��
� �
 ��� ����	� � �����
���� � �� �� ���� ���� �
�� ��
�	������ ��� �� ����� ��
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T
00*0 → 〈6, h(001001)〉
00*00**0 → 〈10, h(0010011010)〉

P b
0010010000000 *
0010011000000 0
0010011010000 *
0010011010100 *

0010011011000 0
0010100000000 0

/���	� @# &
� ���� ������ �� � �	����������� "(
���
�	�� ����� �� �
� ��������	 ��� D �
 /���	� *� ��� �
�
���������� 	������ ��	����	� ����	���� �� �
� �	��
 �

&
��	�� @�+� ������ �
� ��� T � 	��	�������� ����� �
�
����	��� ����� �
 �
� ��������� �	�� �
��� �� /���	� ,�
%����� �
� ��� P ��� �
� ���������� ��� �����	�

$�� � "������������ ����� 5� �
�� �������� �� ���	�(
���� � =����(��	�� 	������"�� ���� ��	����	� 	��	�(
������� ��	� ��������� � �	�� ���
 �		�	�� &� �������

�� �
�� ��	����	� ��	��� ��� �� >	�� ���	����� ����
�������� ��� ��>������� 	������ �� ��������� �	����

'������
 ��� ��!"����� ������ �������	 �
�
��������� �	�� ����� 
�	 �
� ��� D ⊆ uG �
� ��	���
	��	������� �! 
 ���� α �� ��>��� �� �
� ������� ������
�	�>� �
 ��� ���� �
�� �	� ���	�� �� �
� ����	�� 	����� ��
α� H��� �
�� �
� ����������� ������� ����� ��� ��	����
�� ���������# �
��� �� �
��� ����I�	����� ��� �
�� � ��	���
�� 	��	������� �� � ����� �	 �
�� �
� ���� 	��	������
�
� ��	���� &
� ���� ����	�
� �
 � ���� α 	��	��������
�
� ��	��� p �� ��>��� �� 
������#

� �
 α �� �
� 	���� �
� ���� ����	��� �
 α �� [0 . . |p|)G
� ��
�	����� �
� ���� ����	��� �
 α �� [|q| . . |p|)� �
�	�

q �� �
� ��	��� 	��	������� �� �
� ��	��� �
 α�

&
� �
�� ��
���� �� ���� α �� ��>��� �� ε 
�	 �
� 	����
��� �� p0 ��� p1 
�	 �
� ��
� ��� 	��
� �
��� �
 � ����
	��	�������� p� 	������������ H��� �
�� �
� ���
 �������
�� α �� ������ � �	�>� �
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� ��	��� 	��	������� �� α�
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��� � "(
��� �	�� �� �
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��� ��������� ���
�� �� ���� �	������ ����� �� �����
x� �
� ������� ��	��� p 	��	������� �� �� ����	��� ����
�
 �
� �	�� �
�� �� � �	�>� �
 x� &
� ��	��� p ���� ��
	��	������� �� �
� �
	��� �
 �
� ���� ���� �
 x� �� �
��
������ �� ���������� �
� ��� �
 x �
 ����� |p|� �� �
���
�� ���� �� ����	���� �
� ���� ������� �� �
� ���� ����
�
 x� &
� ��� �
 �
�� ������� �� �� �
�� �
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�
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�	�
��� ���� "������	 ��� ����
���� �	�� ��	 ��� ���
D ⊆ u� |D| = m# ���	� ������ 
 �	��
�������� �
�

��	����	� ��
�� ����� 
� x ∈ u� ���� 	���	� ���� �		�	
�	��
�����! ε ��� $������ ��% ��� ��	��� p 	��	������� �!
��� ��� �� ����	�
� ���� ���� ��� ��������� �	���	����&

� p �� 
 �	��� �� x#

� ��	 ���	! ����	 ��	��� q 	��	������� �! 
� ����	�
�
����� �� q �� 
 �	��� �� x� ���� |q| < |p|�

��� ��	����	� 	� ��	�� O(m(log w + log(1/ε))) ���� ��
��
�� 
�� �
�  ��	! ���� O(log w)�

&
� '
�
����� �����	 �� � �������� ����	��� �

�������� ������	� �� �
� �����	 �� �
� ����	��� �
���
����	� 	��	���������� 
�� �
� 
��
��� �����	 �
 �	������
"�	���� &� ����	��� �
� �	����������� �	��� �� ���� ����
������ �	���	���� �
 +(
������ �����	��

����� ���� (���� 
� ����	�
� [x . . y] �� ��	����! ����

���� ������	�&

)� *�� i �� ��� �
���
� �����	 ���� ��
� ���	� ������

� ������	 b �
����!��� 2ib ∈ [x, y]� ���� b ��
��� ��� 
�� ��� �����	 2ib �� ��� +(
������ �����	
�� [x . . y]�

'� +� y − x < 2i� ���	� ������ 
� ���� 
 ������ �
��� b
���� ��
� 2ib ∈ [x . . y]�

,� +� i �� ���� ��
� [x . . y] ���� ��� ����
�� 
�! �
���
�� ��� ��	� 2ib� ���� y − x + 1 ≤ 2i − 1 
�� ���
����	�
� �
! ����
�� 
� ���� ��� ������ �
��� �� ���
��	� 2i−1b�

�	���� 1� ���� �	��� �* � �
� ��
�	 ���������� �����
�	������ A������ �
�� �� 
��� ��� �������� a ��� b
���
 b > a �����
���� ���������� 2ia ∈ [x . . y] ���
2ib ∈ [x . . y]� A���� a ��� b �	� ���
 ���� �
�	� �� ����
c ���
 �
�� a ≤ 2c ≤ b� A� �� 
��� 2i+1c ∈ [x . . y]�
����	�������� �
� ��>������ �
 i�

� �	��
�������� �
�
�� �	�� �� ����� �� � 
������� T
���� A������ + �	������� �
� 
�������� �������# 
�	
���	� ���� α �
 �
� ��������� �	�� ����� �� D� ��� p ��
�
� ��	��� 	��	������� �� α� [α� . . αr) �
� ���� ����	���
�
 α� ��� f �
� 2(
������ �����	 �� (α� . . αr] ����� �
�
�
���� G �
 �
� ����	��� �� ������ �
��
 ��� 
����� ����
�� �
� 	���� �� ��� f = 0� &
��� T ���� �
� �	�>� �
 p
�
 �����
 f �� �
� 
�������� ���� ���� /���	� @ #

*� �
� �����
 �
 p �log w ���� G

�"� �����! ��� 
�#� ���� ��� $%
������ ���&�� �� ��� �������

(x . . y] �� y & −1 � MSB(x ⊕ y)'
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+� � �������	� �
 p �
 �����
 log log w + log(1/ε)
�������� ����� �����	��� 
��
��� ),.�

&
� ����� 
������� ���� O(m(log w + log(1/ε))) �����
1� ���� �
� ����� ��	����� �
�	� �
� 8�������	�: �� �
�
�������� 
�������� � �
�
�� �	����

&
� ���� ��	����	� �� ���	��� �� �� ����	��
� *�
&
� ���� �� �� �� � ���� �
 ����	� ���	�
 
�	 �
�
����� �
�	� x ����� �
� �	��� 5������ �
 ������� �������
�
� �	��
����� ���� �
 �
� ����	��� ��������� �� �� �
�	��������� ����	� ���	�
� �� ���� ������� �
� +(
������
�����	 �� �
� ����	��� ��
� ���
	! ��
	�� � &
�� ����	��
�
�� T �������� ��
�	������ �� ����� �
� ���	�
 �� �
�������� ���� 1� ��� �
� �	�>� q �
 x �
��� �����
 ��
�
� +(
������ �����	 �� �
� ���	�
 ����	��� �� �� �����
�� T � 5
 q �� � �	�>� �
 � ��� �� S �� �
��� �
��
�	
�
�	� �� � �����	 �	�>� ����
��� x� ��		��������� ��
�
� �	���
��� ���� ����� q� 5
 ���
 �
��� ����������
�	� �����>�� �� ������ �
� ����	 ����� �� ��
�	����
��������� �
�	� �� �� 
���� ����
 �� �
� �������	� ��
��� ��		����� ������ �
� ����	 ����� r�

/�	 ��������� �
�� ���	���� �
� ��	����	� �
���
�� /���	� @ ���
 �
� ��	��� s1 �
 /���	� * �� �����
>	�� ������� T (00100101)� �� �
� +(
������ �����	 ��
(0 . . 13) �� 8� �������� �
�� �
� �������	� ��		�����
������>�� ��	 ���	� �� � 
����	�� �� ����� �	� �����
���
 T (0010)� ��� �
�� ���� �
� �������	� ����� ����
�
������� �� �
�� �
� ��	��� �
 �
� ���� ���� �
 s1 	��	�(
����� �
� ��	��� 001001� %� ������ � 
�	�
�	 ��� �
 s1�
�� ����� �������� �
�� 0010010 �� �
� ���
 ������� ��
�
� ���� ���� �
 s1

&� ����	���� �
� ��		������� ��� ���������� �
 �
�
����	��
�� �� >	�� ���� ���� �������#

����� ��
� ��� ��������� ���
	�
��� ���� ����	� 
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���	 �
�� ���	
���� �� ��� ���� �� -���	���� )&

)� ���	� ������ 
� ���� 
 ������ b ���� ��
� 2ib ∈
(� . . r)�

'� ���	� ������ �� b ���� ��
� 2i+1b ∈ (� . . r)�

,� ��� ������ �� ��� ����	�
� (� . . r) �� ���� ��
� 2i�

�	���� �* 5��������� �
�� i = log w−1 �� 
��� (� . . r) =
(0 . . w)� ��� �
�� ����	��� �������� � ������ ����� �
 �
�

�	� 2ib� �
�� �� w/2� H�� �
��	 ���� ���	����� �������
�
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1� 
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� ���
��� �� ��� ���� 	
 ��� �����'

������� ! � K��	���� �
� �	����������� "(
��� �	��
�	��	������� �� �
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������� T  �

�
"
� x ∈ u
i← �log w� − 1
�, r← 0, w
� ��� r − � > 1 ��
�� ∃b ���
 �
�� 2ib ∈ (� . . r) � �


L2ib �� �
� +(
������ �����	 �� (� . . r)M
q ← �	�>� �
 x �
 �����
 2ib
〈g, s〉 ← T (q)
�� g ≤ |x| ��� s �� �
� �������	� �
 �
� �	�>� �

x �
 �����
 g � �


�← g L=��� 
	�� (� . . r) �� (g . . r)M
����

r ← 2ib L=��� 
	�� (� . . r) �� (� . . 2ib)M
�
� ��

�
� ��

i← i− 1
�
� � ���

���
�
 �

� &
�	� �� �� b ���
 �
�� 2ib ∈ (� . . r)� &
��� �
�
����	��� 	������ ���
����� ���� �� 4���� @�* �, �
�� ���� ������� �� ���� � ������ ����� �
 �
� 
�	�
2i−1b�

� &
�	� �� � ������ b ���
 �
�� 2ib ∈ (� . . r)� &
�
����	��� ��� �� ������� �� ��� ����# ���
�	 ��
��� �
� ����	��� �� (g . . r) 
�	 ���� g ≥ 2ib �	 ��
��� �
� ����	��� �� (� . . 2ib)� 5� ���
 ������ �
� ���
����	��� ���� �� �����	 ������� 2ib� %� ����	����
,� �
 4���� @�*� �
� ��� ����	��� ���� ������� ��
���� � ������ ����� �
 �
� 
�	� 2i−1b�

�+ 5�������� �
�� �� ��������� �	�� �� �
� ����	��� (0 . . w)
���� ��� ������� ��� ����� �
 �
� 
�	� bw� %� �* �
�� �
� ��������� �
 �
� ���	����� �
�	� ��� �� ���� �
������ ����� �
 �
� 
�	� 2jb �� �
� ����	��� (� . . r) ���
�
�� ������ ����� �� ����	�� ���������� 
	�� �
� ����	���
�� �
� ��� �
 �
� ���	������
�, %� �
� ���� �	������ �� �� �* �
� ����	��� ���� ���
������� � ����� �
 �
� 
�	� 2ib� �������� 4���� @�*
�, �� ������ �
�� �����
 �
 ����	��� �� �� ���� 2i−1�

&
� �
�	� ����	���� ������� �
�� �
� ����	��
� ��	(
������� �
�� i = 0� A���� i �� ��������� log w − 1 ���
������	 ��� ���	����� �� 1 �� ���
 ���	����� �
� ����(
	��
� ����	 ��	
�	�� ��	� �
�� log w − 1 ���	��������

�"� �����! ���� ����� ��� ���������� ����&
����� &�
.���� /'$ ��� ���� 
	� ��� �0�����#� 	
 � b ��#� ���� 2ib ∈ (� . . r)
#�� &� ���
�#�� &� ��� #	������%���� ���� (1 � i) & � �= (1 �
i) & (r − 1)'
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����� ���� *�� X = { x0 = ε, x1, . . . , xt }� ���	�
x1� x2� . . . � xt 
	� ��� ��	���� 	��	������� �! ����� �� ���
�	�� ��
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	� �	����� �� x� �	��	�� �! ���	�
���� �������
.������ ��
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� ��� �
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�� ��� ��	���� 
��
!� ����! � �
���! �� ��� ��� ��	����%�
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��
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������& � = |xj | ��	 ���� j� 
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�	���� 1� ���� �
�� �
� ����	���� �� �	������� �	�� �� �
�
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 ���� ���
�	 �� �� ���
��� �	
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����
����	���� 1� 
��� ��� ����� ��� 
����� �
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����	��
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� 5
 T (q) ����� � �������� 	������ �� �
���� ��	 ��		���
����	��� �� (g . . r)� 1� ���� �
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f(p00w−|p|−1) �� b �� ������ �
� �����	 �
 �������� �

D ������	 �
�� ���	� ��	��� ���	���� ���
 p0G �� 	������
f(p10w−|p|−1) �� ������ �
� �����	 �
 �������� �
 D
������	 �
�� ���	� ��	��� ���	���� ���
 p1G �� 	������
p10w−|p|−1 + 0|p|10w−|p|−1 �� ������ �
� �
� �����	
�
 �������� �
 D �
�� ���	� ���
 p1 �	 �	� ������	 �
��
p1� &
��� �� 	���	� �
� ��		��� 	����� 
�	 �� �����
x ∈ u� �� �	����� �� 
������# �� ���	� �
� �	�����������
�	��� ��������� ��
� �����
 �
 � ��	��� p� &
��� ��
������� �
� ��� �
 x �
 ����� |p|# �
 �� �� "�	�� ��
	���	� 〈rankb(f(p00w−|p|−1)), rankb(f(p10w−|p|))〉G
�
 �� �� ���� ��� p 
= 111 · · ·1� �� 	���	�
〈rankb(f(p10w−|p|−1)), rankb(f(p10w−|p|−1 +
0|p|10w−|p|−1))〉G ��
�	����� �� 	���	�
〈rankb(f(p10w−|p|−1)), m〉� 5� ���
 ����� �
� >	��
�	 �
� ������ �����	 �	� ��		��� �
 x ����� �� �
� ��
�
�	 	��
�� 	������������ �
 α�

���������� ��	 �������� ���� �� ���� �
��
0010010 �� �
� ���
 ������� �� �
� ���� ���� �

s1� �� 	������ �
� ��������� f(0010010000000) ���
f(0010011000000)�� ����� ���� �
�� �
� ��		��� 	���(
��� 
�	 s1 �� ���
�	 0 �	 *�

$�� � ����� ��
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� ��� �������

&
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������ � ���� ��	����	� �
�� �� ���� �� 	��� ���
 	������
�� � ��� �
 m �������� ���
 ������� �	��������� 1/2− ε�
	����	��� O(m(log w + log(1/ε))) ���� �
 ����� ��� ����
O(log w)� &
�� �
���� �� �����	�� ���
 �
� 
��������
����	 �����#

�	�
��� ���� *�� D ⊆ u ���� |D| = m ≤ 2w/3 
��
ε < 1/2 − Ω(1)� 0��	! �	��
�������� �
�
 ��	����	� ��
�
	
��� D $����� ��
� ����� x ∈ u �������� |{s ∈ D |
s < x}|% ���� �		�	 �	��
�����! ������� �! ε 	� ��	�� ��
������
���� 
� ��
��

Ω
(

m log(2w/m)
1 + log(w)/ log(1/ε)

)
���� �

�	���� /�	 ���� �
 ����������� ������ �
�� 1w 
∈ D�
A������ ��� 
��� � �	����������� ���� ��	����	� A �
��
	���� D ���
 �		�	 �	��������� ε < 1/2−Ω(1) ��� �����
s ����G ��� δ = 1/(2ε)− 1 ��� k �� �
� �������� ������	
�����
���� (

e1+δ

(1 + δ)1+δ

)εk

<
1

2w
.

H��� ����� � ��� ���� ��	����	� B �
�� ���� k �������(
���� ��������� �
 A � ��� 	���� D �� ����� � ����	���
�	���	��� ��
 ��	� �
�� k/2 ��������� ���� �
� ���� ���(
���� B �	������ �
�� ������G ��
�	����� �� �	������ �
	����� ����� � %� �
�	��I ������� B 
�� �� �		�	
�	��������� ������� �� 1/(2w)# ������� ������� X ��
�
� �����	 �
 ��������� �
�� 
���

P [B 
����] ≤ P [X > k/2] = P [X > k(1 + δ)ε]

<

(
ek(1+δ)−1

k(1 + δ)k(1+δ)

)ε

≤
(

e1+δ

(1 + δ)(1+δ)

)εk

<
1

2w
.

D���� ��� i� �� ��� ��� B �� ������� �
� �������
xi ∈ D �
��� 	��� �� D �� i# �� �	����� ���
 � ����	�
���	�
 �� u = 2w� �
�� 	����	�� �� ���� w ������ A����
�� ���	� ���� �
� �	��������� �
 �		�	 �� ���� �
�� 1/(2w)�
���
 �	��������� �� ����� 1/2 �� ���� ������� �
� ��		���
������� xi� 4�� D′ �� �
� ��� �
 �������� �������� ��
�
�� ���� �� i 	����� 
	�� 0 �� m − 1# ����� 
�	 ���	�
i �
� �	��������� �
�� �� ������ �
� ��		��� ������� ��
1/2 �	 ��	�� �� 
��� |D ∩D′| ≥ m/2 �� ������������

&
� ���� ��	����	� B �������� ks ����� ��� ������(
���� ������� D′� 1��
 m ���������� ���� ����	���� 
�	
���
 i� �
��
�	 xi ��� ��		����� 
���� �	 ��� � �� ���
��� D ∩ D′� &� ������ D 
	�� �
�� �� ���� ���	� �
�
��� D \D′ ��
�� �������� m/2 �������� �� ����������� �
	����	��� �� ��	� �
�� mw/2 ���� 
�	 ��� ����	�������
A� �� ���

ks + mw/2 + O(m)

���� �� 	��	����� DG ������ �� N������	�� ����������� D
	����	�� m log(2w/m) + O(m) = mw−m log m + O(m)

���� �� �� 	��	�������� ��� k = O(1+log1/ε w)� �� 
���
��� ����������� 

s ≥ 1
k

(mw

2
−m log m + O(m)

)

=
m

2k
(w − 2 log m + O(m)) .

A���� 2w ≥ m3� �
�� �� w ≥ 3 log m� �� 
��� w −
2 logm ≥ w/2+3/2 logm−2 logm = 1/2(w− logm) ��

s ≥ m

4k
(w − log m + O(m)) = Ω

(
m log(2w/m)

1 + log(w)/ log(1/ε)

)
.

5
 �� ���� �
� �		�	 �	��������� �� ��� ���� ε ≤ 1/w�
�� ���� ����������� ��� m log(2w/m) ����� �
�� ��� �
�
�����	 �� ���� ��
� 
	� ������
	! �� ������! D� &
�
���� �� �	�� �
 �� ���� �������� �		�	 �	���������� �� ��
� log w �������������� 
����	�

&
�� 	����� �
���� �� ����	����� ���
 �
� 
�����
	����� �
 %���� ����� �
� ��������� �
 � =����(��	��
���� ��	����	� 
�	 �����	���� ����
 ���(����� �		�	 
	����	��� O(m log(1/ε)) ����� ���
 � ����	������ 
����	
�
 Θ(log(u/m)/ log(1/ε))�

* � ������&� ����

&
� �	����������� �	�� �
 &
��	�� @�* 
�� ���� �	��(
������� �
 
������ �� 	��	���� �
� ��		��� ����G �
�� ���
�� ������� �
 �� ���� 
�	 ��	� �
�� �
� ��	����	� ��
���� ���	��� 
�	 ���� �� � �	���	���� ��� S ⊇ D# ��
����� �� �
�� ���� �
 � 	��
���� �	��� &� ��������� � 	��(
����� �	��� �� >	�� ����� �
� 	��
���� �����	���� �	��(
���# ����� ���� E ⊆ S ⊆ u� �	����� � �������� ����
��	����	� �
�� �����	� ���	��� ����� �����	�
�� �� E
�� �������� ����� �
�	� �
� �����	 �� ���	������ �� ��
��		��� ���� 
�	 ���� �� �� S�

�	�
��� ���� (���� ���� E ⊆ S ⊆ u $���� |E| = t�
|S| = n%� �����
��
���� �����	���� �� E ��	 ��������
�� S �
� �� ����������� �� t log(n/t)+O(t+log w) �����

�	���� !�	 ���� ��	����	� �� ��>��� �� 
������# �� ���	�
�
� �������� �
 D �� � ��������(���� ���	������� ���(
��	�
�� ��	����	� ���
 �		�	 �	��������� m/n� ����	���
�����(�$����� �������������� �������� �
 ���	��� � ���
�
 �������	�� )@. �� � �������� ��������	� )++. �	 �� � 
��

����� ����	���� �� � ������� ��	
��� 
��
 
������� 
�	
D� %��
 ���
��� 	����	� m log(n/m) + O(m + log w)
����� &
� �������� �����	 �
 
���� ��������� �� S ��
O(n(m/n)) = O(m)� %� �������� �
� ���� ��	����	�
�� �������� �������� �����	 �
 ����� �� ��� ��� �
��	��(���� ����� �
 O(m) 
���� ���������� &
��� ��
���	� � ������ *(��� 
������� 	���	����� 
�	 ���
 �������
�
 S �������� �� �
� ���	������� �����	�
�� ��	��(
��	�� �
��
�	 �� �������� ������� �� D� �� ���	� �����
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�� >	�� ����		����� �
� ���	������� �����	�
�� ��	��(
��	�G �
���� �
� �����	 �� ��������� �� ������ �
���
����� �
� *(��� 
��������

�	�
��� ��
� "������	 ��� ����
���� �	�� ��	 ��� ���
D ⊆ S ⊆ u� ���� |D| = m 
�� |S| = n# ���	� ������

 �
�
 ��	����	� ��
�� ����� 
� 
	���	
	! ��! x ∈ S�
���� 	���	� ��� $������ �� ���% ��	��� p 	��	������� �! 
�
����	�
� ���� ���� ��� ��������� �	���	����&

� p �� 
 �	��� �� x#

� ��	 ���	! ��	��� q 	��	������� �! 
� ����	�
� �����
�� q �� 
 �	��� �� x� ���� |q| ≤ |p|�

��� ��	����	� 	� ��	�� O(m(log(n/m) + log w)) ���� ��
��
�� 
�� �
�  ��	! ���� O(log w)�

�	���� 1� ��� ε = m/n ��� ����� �
� �	��������(
��� �	�� ����	���� �� &
��	�� @�*� �
��
 ���� 	����	�
O(m(log(n/m)+log w)) ����� 4�� ��� E ⊆ S �� �
� ���
�
 �������� �
 S �
�� �
� ��	����	� ���������>��# �����
�
� ���� ��	����	� 
���� ���
 �	��������� ε� �
� ��������
��"� �
 E �� nε = m� ������ �
�� ��� �� ��	��� ���� �
��	��(���� ���	����� �
 O(m) �� �������� �
� �����	��(
���� ���� �� �� � 	����� ��	����� ���
 �������� �����
O(1) ����� ��	��	� 1� ��� ���	� �
� ��� E 	��������� ��
S� �
��
 	����	�� m log(n/m) + O(m + log w) �� &
��(
	�� -�*� ��� ���	� ���������� �
� �����	 
�	 ��� ��������
�
 E� �
��
 	����	�� O(m log w) ����� &
��� �
�� ��
���� �� ������� �
� �����	 
�	 � ��� x ∈ S� �� ���� >	��
���� �
��
�	 x ∈ E� ���� �� �
�� ����� 	���	� �
� ���	��
�����	G ��
�	����� �� ���	� �
� �	����������� �	���

*�� ������&� ��
��
� ��� �
� ������� &
� ��	��(
��	� ����	���� �� &
��	�� -�+ ����� �
� �	�����������
�	�� ������ �� �
� ������� �
 ������ � ��		��� 	����� ����
�� �������� �
 S� %� �������� �
�� ���
 �
� 	������
��	����	� ����	���� �� �
� �	��
 �
 &
��	�� @�+� ��
������ � ��	����	� �
�� �	������ �����	������������ ���
���
��� 
����	�� ��� �������� ������ 
�	 �
� 	��� �
 ��
������� �
 S� �� �
�� ������ �� ���� 
��� �� 	���	� �
�
������ L ⊆ S 
�	 �
��
 �
� >	�� ������	 �
 �
� ���	 �� ��	(
	��� ������ ������������ �
��
 ��	���� ���� �� �
� ��
� � &
��
��� �� ���� ����� � 	������� �����	�
�� ���� ��	����	�
���������� ���� ����� � *(��� 
������� � ������� ��#

�	�
��� ���� *�� D ⊆ S ⊆ u $���� |D| = m 
��
|S| = n%� ���	� ������ 
 �
�
 ��	����	� ��
�� ��	
���	! x ∈ S� 	���	�� ��� 	
�� �� x �� D� 	� ��	���
O(m(log(n/m)+ logw)+ n) ���� �� ��
�� 
�� �	�������
 ��	! ���� O(log w)�

+ ,�
���
�  �� �
� ��� O(n log log w) �"���
1� >����� �
�� 
�� �� ������ � �������� �������
��	
��� 
��
 
������� ����� ���� O(n log log w) ����� ���

������� ���	� ���� O(log w)� 1� 
����� �
� ����� �

A������ + ���
 ������� �
 ��"� b = log w� &
� 	�������
�	�� �� �
� n/ logw ��������	� ���� ������ ���� O(n)
����� ������ �
� ����� ��������� �
 �
� 
�������� gi

�O(n log log w) ���� � �� 
��� �
� 
��������

�	�
��� ���� ���	� �� 
 �������� �����
� ��	����
�
�� �������� ��
� �������� O(n log log w) ���� �� ��
��

�� 
����	�  ��	��� �� ���� O(log w)�

- 	
��#�
� � ������ �����

&
� 	������ �� 
��� �	���� �� �������� �������
��	
��� 
��
��� ����� �
�� �� ��� >�� �� ������� ��
� ��	��� ����� ���
 ���� ��� ������� 5� �
�� ������� ��
�	����� 
�	�
�	 	������ �� �
� �������� �	������

-�� ��
��
� � ������ ����� ��� O(1) ��������
�
 �#"�������
� A������ �� 
��� �� �O��� ���	���
���������� � ���	��� ��� �
 ���� S� !�	 ���� �� �� 	���
�� ������� x ∈ u ����� �� �������� �������� �����	
�
 �������� �� �
� ��� S� ��� �� ������ ���������� �����
�� ��������� &
� ���� �� �� ��� � ��	����	� �	�������
	������� 	������ ���
 	������ �� S ���
 �		�	�� ��� �
���

�	 �		�	� ����� �	���� �� S�

&
� �		�	 �	��������� �
���� �� o(1/w)� �
��
 ��
�������� ���
��� ��� ���� �� ���������� ����� ������
&
�� ����� �
�� ���
 �	��������� 1− o(1/w) �� ������
��� �������� ������ i ��� j� i < j� ���
 �
�� ���
�	 �
�
������� �
 	��� i − 1 �	 �
� ������� �
 	��� j − 1 ��
S �� �
� �	��������	 �
 x ��
 i = 0 �	 j = 0 �
�� x
�� ��
�	� ��� ��	���� �� S � 2���� �� ���� , �	���� ��
��� ����	���� �
��
�	 �
� �	��������	 �
 x �� ������
�� 	��� i − 1 �	 j − 1# /�	�� �	��� �
� i(�
 ��������
��� ��������� �� ��� 	������� �� x �	��� ���
�	 ��������
i − 1 �	 ��������� { j − 1, j }� 5
 �
�� 
���� �� ������
�
�
� �	��������	� �� ������ ��	
�	� � ����	� ���	�
 ��
S �
��
 	����	�� log(n + 1) = O(w) �	����� A����
�
� ����	� ���	�
 
������ ���
 �	��������� o(1/w)� �
�
�������� ����	������� �
 �
�� �� �
� ���	��� ����� �� o(1)�

�	�
��� ���� (���� 
 ���	�� ��	��� �
��� S �� n ���

������ ���	� �� 
 ��	����	� ����� 
�������
� O(n log w)
��
�� ��
� �������� ��� 	
�� �� 
� ������� x ∈ u �� S
����� 3 + o(1) 
������� �� S �� ������
�����

-�� .�
��
� �
 ���!�
� �
 ������� ������� 
��
�

�� !��� ��� ��������� 5� �
�� ����� ��	 ��	��� �����
S �� ������� �� ������ �
 ��"� b� ��� �� ���� �� >�� �
�
����� �� �
��
 � ��� x ∈ S �� ������� 	������ �� 
��
������ �� ��������� �� ���� �� �
� ���	� �
 A������ -�*�
�� ��� ����� � 	������� �	�� ��	����	� �� �
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